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ABSTRAK

Isomorfisme dari graf G ke dirinya sendiri
disebut automorfisme graf G. Himpunan semua
automorfisme graf G, dinotasikan dengan A4(G),
membentuk grup di bawah operasi komposisi fungsi
yang dinotasikan dengan Aut(G) disebut grup
automorfisme graf G.

Permasalahan  yang  diangkat  dalam
penulisan ini adalah bagaimana grup automorfisme
graf kipas dan graf kipas ganda. Grup automorfisme
graf kipas dengan 3 titik adalah grup simetri
berorder-6, grup automorfisme graf kipas dengan 4
titik adalah grup abelian berorder-4, grup
automorfisme graf kipas dengan 5 titik atau lebih
adalah grup semetri berorder-2. Grup automorfisme
graf kipas ganda dengan 4 titik adalah grup abelian
berorder-4, grup automorfisme graf kipas ganda
dengan 5 titik adalah grup dihedral berorder-8, grup
automorfisme graf kipas dengan 6 titik atau lebih
adalah grup abelian berorder-4.

Kata Kunci: grup automorfisme graf, grafkipas,
graf kipas ganda, grup simetri, grup
abelian, grup dihedral.

1. PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu bidang
matematika yang diperkenalkan pertama kali oleh
ahli matematika asal Swiss, Leonardo Euler pada
tahun 1736. Saat ini teori graf semakin berkembang
dan menarik karena keunikan dan banyak sekali
penerapanya diantaranya dalam menyelesaikan
postman problem yaitu menentukan jarak terdekat
yang dilalui oleh seorang tukang post. Keunikan
teori graf adalah kesederhanaan pokok bahasan
yang dipelajarinya, karena dapat disajikan sebagai
titik (vertex) dan sisi (edge).

Dalam teori graf, terdapat materi homomorfisme
graf, isomorfisme graf, dan automorfisme graf.
Dalam penulisan ini automorfisme graf akan
dikembangkan lebih khusus yaitu bagaimana
automorfisme graf kipas dan graf kipas ganda,

selanjutnya akan diselidiki bagaimana grup
automorfisme graf tersebut.

Adapun tujuan dari penulisan ini adalah untuk
mengetahui grup automorfisme graf kipas dan graf
kipas ganda.

Metode yang digunakan dalam penulisan ini
adalah metode literatur.

2. LANDASAN TEORI
2.1 Graf
2.1.1 Definisi Graf

Sebuah graf G berisikan dua himpunan yaitu
himpunan berhingga tak kosong V(G) dari obyek-
obyek yang disebut titik dan himpunan berhingga
(mungkin kosong) E(G) yang elemen-elemennya
disebut sisi sedemikian hingga setiap elemen (e)
dalam E(G) merupakan pasangan tak berurutan dari
titik-titik  di V(G). Himpunan V(G) disebut
himpunan tittkk G dan himpunan E(G) disebut
himpunan sisi G [1].

2.1.2 Terhubung Langsung (Adjacent)
dan Terkait Langsung (Incident)

Misalkan u dan v adalah dua titik di G dan e =
(u, v) (sering ditulis e = uv) adalah sebuah sisi di G.
Maka titik u dan titik v disebut terhubung langsung
(adjacent) di G, sisi e menghubungkan (joining)
titik # dan titik v di G; u dan v titik-titik akhir sisi e;
sisi e terkait (incident) dengan titik u dan juga titik v

[1].
2.1.3 Derajat Titik
Derajat titik v di graf G ditulis dengan degg(v),

adalah banyaknya sisi di G yang terkait langsung
(incident) dengan v [4].



2.1.4 Permutasi

Diberikan sebanyak n obyek berbeda. Sebuah
permutasi-k dari n objek, k<n dan k,n€N
adalah sebuah jajaran dari k objek yang urutannya
diperhatikan.

Misalnya diberikan tiga objek berbeda, katakan
a, b, dan c. Jajaran seperti ab adalah permutasi-2
dari tiga objek tersebut [2].

2.1.5 Isomorfisme Graf

Dua graph G dan H dikatakan Isomorfisme

(Isomorfik), ditulis G = H, jika:

(i) terdapat korespondensi satu-satu antara V(G)
dan V(H)

(i) banyak sisi yang menghubungkan dua titik u
dan v di G, sama dengan banyak sisi yang
menghubungkan dua titik di H yang
berkorespondensi satu-satu dengan titik » dan
titik v [1].

2.1.6 Automorfisme Graf

Automorfisme graf G adalah isomorfisme dari
graf G ke G sendiri. Dengan kata lain automorfisme
dari G merupakan permutasi himpunan titik-titik,
V(G), atau sisi-sisi graf G, E(G). Jika ¢ adalah
automorfisme graf G dan v € V(G) maka deg ¢(v) =
deg v [4].

deg ¢(v) adalah banyak sisi di G (kodomain)
yang terkait langsung (incident) dengan ¢(v), ¢(v)
adalah hasil pemetaan v dari G (domain) ke G
(kodomain).

2.1.7 Graf Komplit

Sebuah graf komplit (graf lengkap) dengan n
titik, dilambangkan dengan K, , adalah graf
sederhana dengan # titik dan setiap dua titik
berbeda dihubungkan dengan sebuah sisi [1].

2.1.8 Graf Lintasan

Graf yang berupa lintasan dengan n titik disebut
graf lintasan dan dilambangkan dengan P, [1].

2.1.9 Graf Kipas

Graf kipas F, (n > 2) adalah jumlah graf
komplit K; dan graf lintasan P,, yaitu F,=K;+P,,
diperoleh dengan menghubungkan semua titik dari
P,, ke titik K;, masing-masing dihubungkan oleh

sebuah sisi. Dengan demikian graf kipas
mempunyai (n+1) titik dan (2n-1) sisi [7].

Dalam penulisan ini titik K; dimisalkan dengan
vy ,dan dinyatakan sebagai titik pusat graf kipas.

2.1.10 Graf Kipas Ganda

Graf kipas ganda dF, (n > 2) adalah jumlah
graf komplit 2K; dan graf lintasan P, yaitu
F,=2K;+P,, diperoleh dengan menghubungkan
semua titik pada P,, ke dua titik tambahan (2K)),
masing-masing dihubungkan oleh sebuah sisi.
Dengan demikian graf kipas mempunyai (n+2) titik
dan (3n-1) sisi [7].

Dalam penulisan ini titik 2K; dimisalkan
dengan v, dan v, dan dinyatakan sebagai titik pusat
graf kipas ganda.

2.2 Operasi Biner

Operasi biner * pada himpunan S adalah
aturan mengawankan setiap pasangan terurut (a , b)
€ §x S dengan tepat satu elemen di S [9].

Berdasarkan definisi tersebut dapat
disimpulkan apabila setiap dua elemen a,b € S
maka (a*b) € S. atau dapat pula dikatakan bahwa
operasi * merupakan pemetaan dari S x S ke S.
Operasi * pada S bersifat tertutup.

2.3 Grup

2.3.1 Definisi Grup

Diketahui G himpunan dan * operasi biner pada
G. Himpunan G disebut grup terhadap operasi =
jika dan hanya jika memenuhi empat aksioma
berikut :

1. G bukan himpunan kosong
2. Untuk setiap a,b,c € G berlaku (a* b)*c = ax*

(bx*c)

3. Terdapat e € G sehingga untuk setiap a € G
berlaku exa=a e =a

4. Untuk setiap a € G terdapat a’' € G sehingga
berlaku a*a'=a'+*a =e.

Aksioma 2 disebut juga dengan sifat asosiatif. e
€ G pada aksioma 3 disecbut dengan elemen
identitas. a' € G pada aksioma 4 disebut dengan
invers a terhadap operasi *.

Teorema 2.1

Misalkan Q adalah sebarang himpunan tak
kosong dan Sq adalah himpunan semua fungsi
bijektif dari Q ke Q. Sq adalah grup dibawah
operasi komposisi fungsi.



2.3.2 Order Grup

Diketahui (G, *) grup. Order dari grup (G, *)
adalah banyaknya elemen grup (G, *), dinyatakan
dengan |G|.

2.3.3 Grup Abelian

Diketahui (G, *) grup. Grup (G, *) disebut grup
abelian, atau grup komutatif jika hukum komutatif
berlaku: yakni, jika ab=ba untuk setiab a,b € G

2.3.4 Grup Simetri

Misalkan Q adalah sebarang himpunan tak
kosong dan Sq adalah himpunan semua fungsi
bijektif dari Q ke Q (memuat permutasi Q). Sq
dengan operasi komposisi “ © > atau (Sq, °) adalah
grup (Berdasarkan teorema 2.1). Grup (Sg, °)
disebut sebagai grup simetri pada himpunan Q [6].

Pada kasus khusus Q= {1, 2,3, ...,n }, (Sq, °)
merupakan grup simetri yang memuat n! elemen,
dinotasikan dengan S,, yaitu grup simetri berorder-
nl.

2.3.5 Grup Dihedral

Diketahui G himpunan simetri-simetri dari segi
n-beraturan, untuk setiap n adalah anggota bilangan
bulat positif n > 3, dan © operasi komposisi pada G.
(G, °) membentuk grup yang disebut grup dihedral
berorder-2n, dinotasikan D,

2.4 Grup Automorfisme Graf Sederhana

Himpunan semua automorfisme graf G,
dinotasikan dengan A4(G), membentuk grup di
bawah operasi komposisi fungsi yang dinotasikan
dengan Aut(G) [3].

3. PEMBAHASAN
3.1 Automorfisme Graf Kipas

a. Teorema 3.1:
Terdapat 6 automorfisme graf kipas F, yaitu:
1= 0)vD(v2)  @2=(vovi)(v2)
3= Wo)(viv2)  ps=(vo v2)(v1)
@s=(vov2vy) @5= (Vo viv2)
dan membentuk grup simetri berorder-6 (S3).

Bukti :
Graf kipas F, terdiri dari tiga titik. Misalkan
V(F3) = {vy, v;, v,}. Jelaslah tiap-tiap titik berderajat

2, deg o@(v,)= deg v,= 2, v, € V(F,). Banyak
permutasi yang mungkin adalah 6. Fungsi-fungsi
tersebut semuanya adalah automorfisme.

L. pr=w))(vi)(v2)

Fungsi ¢; adalah automorfisme karena dapat
diperlihatkan bahwa:

(vo,v2) € E(F3) = (9(v0), 9(v2)) € E(F,)
Begitu pula untuk sisi (vov)),(vi,»2)€ E(F,) maka
pemetaan sisi-sisi tersebut oleh ¢; juga anggota
E(F,).

Hal yang sama berlaku pula untuk fungsi-fungsi
lainnya dibawah ini, yaitu:

92= (Vo vi)(v2)

@4= (v v2)(v1)

@5= (Vo Vi v2)

AF3) = {p1, 02 03, 04, s, ps} terhadap operasi
komposisi fungsi © atau (A(F>),°) merupakan grup
simetri yang memuat 3! elemen, dinotasikan dengan
S3, yaitu grup simetri berorder-6.

Jadi, grup automorfisme graf kipas F, adalah
grup simetri berorder-6 (S;).

3= (vo)(v; v2)
@5 = (Vo V2 V/)

b. Teorema 3.2 :
Terdapat 4 automorfisme graf kipas F3, yaitu:
@1=)vD(2)(v3) 2= (Vo)(vivs)(v2)
3= (vov2)(v)(v3)  @a= (Vo v2)(vi v3)
dan membentuk grup abelian berorder-4.

Bukti :

Graf kipas Fj terdiri dari empat titik; misalkan,
V(F3) = {vo v; v, v3}. Banyak permutasi yang
mungkin adalah 24. Tetapi, yang merupakan
automorfisme adalah 4 fungsi, yaitu:

L g1= o) (vi)(v2)(v3)

Fungsi ¢; adalah automorfisme karena dapat
diperlihatkan bahwa:

(0o, v,) € E(Fy) > (9(vo), (7)) € E(F,)
Begitu pula untuk sisi (vov;), (vov3), (v1,12), dan
(v2v3) € E(F,) maka pemetaan sisi-sisi tersebut
oleh ¢, juga anggota E(F>).

Hal yang sama berlaku pula untuk fungsi-fungsi
lainnya dibawabh ini, yaitu:

9= (vo)(v1 v3)(v2)

Pa= (Vo v2)(v; v3)

3= (Vo v2)(v)(v3)

Tabel 3.1: Tabel Cayley ((F3),°)
° o1 | @2 | 93 | @4

@1 @1 P2 P3 P4

P2 P2 P P4 @3

?3 @3 P4 P P2

P4 P4 (% %] ?1

Berdasarkan tabel 3.1



Pm°Pp = P © P,V O, @ € A(F3)

AF3) = {9, ¢, @3 @4 terhadap operasi
komposisi fungsi © atau (4(F3),°) merupakan grup
abelian dengan 4 elemen.

Jadi, grup automorfisme graf kipas F; adalah
grup abelian berorder-4.

¢. Teorema3.3:
Terdapat 2 automorfisme graf kipas F, untuk
n >4 yaitu:
a. Untuk n genap:
P1=(vo)(v)(v2)(v3)(v4)...(vs) dan

P2=(Vo)(Vi Vi)(v2 v,,,,)...(v; vgﬂ)

b. Untuk n ganjil:
P1=(ve)(Vi)(v2)(v3)(vy)...(v,) dan

P2=(o)(vi Vi) (v2 Vi) .. (Unt1_, Unta ) (Vnt1)
2 2 2

dan membentuk grup simetri berorder-2 (S>).

Bukti :
a. Untuk n genap:
* 9=V (V) (V) (vy)...(vs)
fungsi identitas adalah automorfisme.
* 0= (Vo)(vi vi))(v2 v,,,,)...(v; vgﬂ)
Fungsi ¢, adalah automorfisme karena dapat
diperlihatkan bahwa untuk n > 4:
(vo,v1) € E(F)—(p(vo), 9(v1)) € E(F,)
Begitu pula untuk sisi (vov2), ..., (Vovu),
vVi,v), ..., (Va,vn) € E(F,) dengan n > 4
maka pemetaan sisi-sisi tersebut oleh ¢, juga
anggota E(F,) dengan n > 4.
a. Untuk n ganjil:
® 9=V (V) (V3)(vy)...(vs)

fungsi identitas adalah automorfisme.

Qo= (V())(V] V,,)(Vz V,,,])...('UnT-I-l_l UnT-I-l+1)

()

Fungsi ¢ ;adalah automorfisme karena dapat
diperlihatkan bahwa untuk n > 4:

(vo,v1) € E(F,) — (9(vo), 9 (v1)) € E(F,)
Begitu pula untuk sisi (vov2), ..., (Vovu),
vi,m), (v,13), ..., (Vai,vn) € E(F,) dengan
n > 4 maka pemetaan sisi-sisi tersebut oleh
¢, juga anggota E(F,) dengan n > 4.

A(F,) = {p;, @, } terhadap operasi komposisi
fungsi ° atau (A(F,),°) untuk n > 4 merupakan grup
simetri yang memuat 2! elemen, dinotasikan dengan
S5, yaitu grup simetri berorder-2.

Jadi, grup automorfisme graf kipas F, untuk
n >4 adalah grup simetri berorder-2 (S,).

3.2 Automorfisme Graf Kipas Ganda

a. Teorema3.4:

Terdapat 4 automorfisme graf kipas ganda
dF; yaitu:

1= ()oY (v)(v2) 2= (vo)(vo)(vs v2)

3= (Vo vo)(v)(v2) @4 = (vovo)(vi v2)

dan membentuk grup abelian berorder-4.

Bukti :

Graf kipas ganda dF, isomorfik dengan graf
kipas F;. Graf kipas ganda dF’ terdiri dari empat
titik; misalkan, V(dF,) = {vy, vy, v; v,}. Banyak
permutasi yang mungkin adalah 24. Tetapi, yang
merupakan automorfisme adalah 4 fungsi, yaitu:

L 9= () vo)(vi)(v2)
Fungsi ¢; adalah automorfisme karena dapat
diperlihatkan bahwa:
(v, V) € E(dF;) —(@(vo), ¢(v2)) € E(AF;)
Begitu pula untuk sisi (vov1), (vovi), (Vor,v2),
dan (v;y,) € E(dF,) maka pemetaan sisi-sisi
tersebut oleh ¢, juga anggota E(dF>).

Hal yang sama berlaku pula untuk fungsi-fungsi
lainnya dibawah ini, yaitu:
92= (vo)(vo)(v1 v2)

94=(vovo)(vi v2)

3= Vo vo)(v)(v2)

Tabel 3.2: Tabel Cayley ((dF>),°)

o

P1 92 3 P4
(4 (4 P2 ?3 P4
[ [ 2 [ 3
93 P3| P4 | P 2
P4 Z 93 [ 21

Berdasarkan tabel 3.2

P °Pn = Op ° P ¥ P, @ € A(dF,)

AdF>) = {95, ¢, @3 @, terhadap operasi
komposisi fungsi © atau (A(dF>),°) merupakan grup
abelian dengan 4 elemen.

Jadi, grup automorfisme graf kipas dF, adalah
grup abelian berorder-4.

b. Teorema 3.5 :
Terdapat 8 automorfisme graf kipas ganda
dF; yaitu:

1= (V)0 )v)(2)(Vs) 2= (Vo v )(v)(v2)(vs)
3= (Vg v )(v; v3)(v2) 4= (Vo v))(vo v3)(v2)
0s= (Vo v3)(vp v)(v2) 06 = (Vo) (o )(v; v3)(v2)
©7= (Vo v3 Vo v1)(v2) p3= (Vo vi vo v3)(12)
dan membentuk grup dihedral berorder-8 (D).

Bukti :

Graf kipas ganda dF; terdiri dari lima titik;
misalkan, V(dF;) = {vy vo, v; v, v3). Banyak
permutasi yang mungkin adalah 120. Tetapi, yang
merupakan automorfisme adalah 8 fungsi, yaitu:



L 91=(v)(vo)(v)(v2)(vs)

Fungsi ¢; adalah automorfisme karena dapat

diperlihatkan bahwa:

(v, v1) € E(dF3) —(@(vo), ¢(v1)) € E(dF3)

Begitu pula untuk sisi (vov2), (vov3), (vo'v1),

(Vo,v2), (Vor,v3), (viv2) dan (v, v3)€ E (dF;) maka

pemetaan sisi-sisi tersebut oleh ¢, juga anggota

E(dF;).

Hal yang sama berlaku pula untuk fungsi-fungsi
lainnya dibawah ini, yaitu:

$2= (Vo vo)vD)(v2)(vs) @3= (vovo)(vivs)(v2)

Pa= o v)(vo: v3)(v2) @s= (vov3)(vo vi)(v2)

P6= (Vo)(vo)(vi v3)(v2) @7= (vovs vo vi)(v2)

3= (vovi v v3)(v2)

®1. @3 @7 @s adalah automorfisme yang
diperoleh dari proses rotasi.

0 04 @5 @s adalah automorfisme yang
diperoleh dari proses refleksi.

A(dF3) = {91, 92, 93 P4 95 06 @7, @s} terhadap
operasi komposisi fungsi ° atau (A(dF3),°)
merupakan grup dihedral dengan 8 elemen,
dinotasikan dengan D, vyaitu grup dihedral
berorder-8§.

Jadi, grup automorfisme graf kipas dF; adalah
grup dihedral berorder-8 (Dy).

c. Teorema 3.6:
Terdapat 4 automorfisme graf kipas ganda
dF, untuk n > 4, yaitu:
a. Untuk n genap:
P1=vo)(vo)(v)(V2)(v3)(vy) ... (Vi)
P2=(vo Vo) (Vi) (vV2)(v3)(vy) ... (Vi)
03=(vo) (Vo) (Vi Vi)(V2 Va)(Vs Vu2)(Vs Vi3)

|vn vn
2 2+1

0= Vo )(vi Vi)(V2 Vii)(V3 Vi) (Ve Vy3)
el vm ony
b. Untuknzgan;'ils
P1=(Vo)(vo) (Vi) (V) (V3)(vy) ... (Vi)
2=V vo)(vi)(v)(v3)(vy) ... (Vi)
03=(ve) (Vo) (Vi Vi)(V2 Vi) (V3 Vi) (Vs Vi3)

<o\ Unt1_, Un+1 )(Vn_ﬂ)
( 2 1 2 1 2

04=(vovo)(Vi Vi)(V2 Vi )(V3 V) (V4 Vi3)

<o\ Unt1_, Un+1 )(Vn_ﬂ)
( 2 1 2 1 2

dan membentuk grup abelian berorder-4.

Bukti :
a. Untuk n genap:
* Q=) (V)(VIV3)(Ve) .. (Vi)
Fungsi identitas adalah automorfisme.
®02= (ve)(V)(VI)(3)(vy) ... (Vi)
Fungsi ¢, adalah automorfisme karena
dapat diperlihatkan bahwa untuk n > 4:

(vo,v1) € E(dFy) = (o), ¢(v1)) € E(dF,)

Begitu pula untuk sisi (vo12), ..., (Vovn), (Vo' V1),

(vova), u(vovn), (i), oy (nava) €

E(dF,) dengan n > 4 maka pemetaan sisi-sisi

tersebut oleh ¢, juga anggota E(dF,), n>4.

Hal yang sama berlaku pula untuk fungsi-fungsi
lainnya dibawah ini, yaitu:

03=(vo)(Vo) (Vi Vi)(v2 Vu)(V3 Vad) (V4 Vi3)

|vn vn
2 2+1

04=(vo vo)(Vi Vi)(V2 Vi )(V3 V) (V4 Vi3)

|vn vn
2 2+1

b. Untuk n ganjil:
* 0i=W)(vo)(V)(VI(V3)(vy) ... (Vi)
fungsi identitas adalah automorfisme.
® 02= (o vo)V)(VI(3)(vy) ... (Vi)

Fungsi ¢, = (vo)(v; vi)(v2 v,,,,)...(v; vgﬂ)

adalah automorfisme karena pada graf
awalnya dapat diperlihatkan bahwa sisi
(vy,v,) € E(dF,) dengan n > 4 maka
(@ (Wo), 9(v1)) = (v, v1) € E(dF,) artinya
terdapat sisi (v v;) pada graf itu sendiri.
Begitu pula untuk sisi (vo1y), ..., (Vovn),
(vov1), Vo v2), «os(Vor i) (V15v2), -y (Wie1sVi)
€ E(dF,) dengan n > 4 maka bayangan dari
sisi-sisi tersebut oleh ¢, juga ada di E(dF,)
dengan n > 4.

Hal yang sama berlaku pula untuk fungsi-fungsi

lainnya dibawabh ini, yaitu:

S 03=) (Vo) (Vi V)(V2 Vi)(V3 Vi) (Ve Vi3)

<o\ Unt1 | Un+i )(Vn_ﬂ)
( 2 7L 2 L 2

B 0= vo)(Vi Vi)(V2 Va)(V3 Va) (Vs Vi3)

<o\ Unt1 | Un+i )(Vn_ﬂ)
( 2 7L 2 L 2

Tabel 3.3: Tabel Cayley ((dF,>4),°)

o

91 92 3 P4
(4 (4 P2 ?3 P4
[ [ ?1 [z 3
93 93 P4 91 2
P4 Z 3 [ 21

Berdasarkan tabel 3.3
Pm ° Pn = Pn © P,V P, @ € A(dFps4)
A(dF,) = {01, 92 93 94 @5 @6 ¢7, ¢s} terhadap
operasi komposisi fungsi ° atau (A(dF,),°), n > 4
merupakan grup abelian dengan 4 elemen.
Jadi, grup automorfisme graf kipas dF, untuk
n > 4 adalah grup abelian berorder-4.



4. PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Dari pembahasan yang telah dilakukan, dapat
diambil kesimpulan sebagai berikut :
e Grup automorfisme graf kipas dengan 3 titik
adalah grup simetri berorder-6 (S;).
e Grup automorfisme graf kipas dengan 4 titik
adalah grup abelian berorder-4.
e grup automorfisme graf kipas dengan 5 titik atau
lebih adalah grup simetri berorder-2 (S,).
e Grup automorfisme graf kipas ganda dengan 4
titik adalah grup abelian berorder-4.
o Grup automorfisme graf kipas ganda dengan 5
titik adalah grup dihedral berorder-8 (D,).
e Grup automorfisme graf kipas ganda dengan 6
titik atau lebih adalah grup abelian berorder-4.

4.2 Saran

Dalam penulisan ini hanya dicari grup
automorfisme graf kipas dan graf kipas ganda.
Selain graf tersebut masih banyak graf-graf yang
lain. Oleh karena itu, penulis memberikan saran
kepada pembaca yang tertarik pada permasalahan
ini untuk mengembangkan dengan mencari grup
automorfisme graf-graf yang lain.
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